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Аннотация. Стремительное развитие электроники естественным образом приводит к созданию и использо-
ванию электронных компонент малых размеров, в число которых входят наноэлементы сложной (слоистой) 
структуры. Поиск эффективных методов охлаждения электронных систем диктует необходимость развития 
методов численного анализа тепловыделения и теплопереноса в наноструктурах. Характерной особенно-
стью теплопереноса в слоистых наноструктурах является доминирующая роль контактного термического 
сопротивления на межслоевых интерфейсах (тепловой проводимости интерфейсов). При этом контактное 
сопротивление зависит от целого ряда факторов, связанных с технологией изготовления гетероструктур, 
что обуславливает необходимость определения соответствующих коэффициентов по результатам темпе-
ратурных измерений. 
Рассмотрена возможность восстановления коэффициентов термического сопротивления на границах сопри-
косновения слоев, изготовленных из разных материалов, с помощью решения обратной задачи теплопере-
носа. Комплекс алгоритмов состоит из двух основных блоков: блока решения прямой задачи теплопереноса в 
слоистой наноструктуре и блока оптимизации для решения обратной задачи. Прямая задача сформулирована 
в алгебраическом (разностном) виде в предположении о постоянстве температуры в пределах каждого слоя, 
что связано с малой толщиной слоев. Обратная задача решена в экстремальной постановке, оптимизация 
проведена с помощью методов нулевого порядка, не требующих вычисления производных оптимизируемой 
функции. В качестве базового оптимизационного алгоритма использован метод Нелдера—Мида (деформи-
руемого многогранника) в сочетании со случайными рестартами для поиска глобального минимума. 
Представлены результаты восстановления коэффициентов контактного термического сопротивления, по-
лученные в рамках квазиреального эксперимента. Дана оценка точности решения задачи идентификации в 
зависимости от числа слоев в гетероструктуре и от погрешности «измерений». 
Полученные результаты планируется использовать в новой методике многоуровневого моделирования 
тепловых режимов электронной компонентной базы СВЧ-диапазона, при идентификации коэффициентов 
теплопроводности элементов гетероструктур. 
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Введение
Стремительное развитие электроники есте-
ственным образом приводит к созданию и исполь-
зованию электронных компонент малых размеров, 
в число которых входят наноэлементы сложной 
(слоистой) структуры [1—3]. Поиск эффективных 
методов охлаждения электронных систем дикту-
ет необходимость развития методов численного 
анализа тепловыделения и теплопереноса в нано-
структурах. Генерация тепла в современных полу-
проводниковых гетероструктурах связана, главным 
образом, с неупругим рассеянием электронов [4—6]. 
Применительно к таким гетероструктурам перспек-
тивной является многомасштабная схема модели-
рования. Она объединяет квантово-механические 
расчеты на атомарном уровне, расчет распределения 
носителей в гетероструктруре на основе решения 
системы уравнений Шрёдингера и Пуассона, а так-
же расчет подвижности электронов в двумерном 
электронном газе с учетом различных механизмов 
рассеяния [7, 8]. 
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Вопросы распространения тепла в наноразмер-
ных слоистых структурах подробно рассмотрены 
в ряде монографий и обзоров [9—13]. Характерной 
особенностью переноса энергии в таких системах 
является доминирующая роль контактного тер-
мического сопротивления на межслоевых интер-
фейсах, представляющая обратную величину к 
тепловой проводимости Капицы [14—16]. Поскольку 
контактное сопротивление зависит от целого ряда 
факторов, связанных с технологией изготовления 
гетероструктур, большое значение приобретает 
определение соответствующих коэффициентов по 
результатам температурных измерений. Наиболее 
универсальный метод идентификации коэффици-
ентов по экспериментальным данным — это реше-
ние обратных задач математической физики [17, 18]. 
В работах [19, 20] рассмотрены некоторые обратные 
задачи применительно к оптимизации электронных 
свойств наноразмерных полупроводниковых гете-
роструктур. 
Ниже рассмотрены обратные задачи теплопере-
носа в гетероструктурах с целью идентификации 
коэффициентов термического сопротивления (те-
пловой проводимости) интерфейсов.
Постановка	задачи
На рис. 1, а представлена общая схема слоистой 
структуры на примере структуры из 5 слоев.
Длина свободного пробега фононов и электро-
нов превышает толщину слоев в наноструктурах, 
поэтому применение классического закона Фурье 
для описания теплопроводности проблематично. 
Ниже использована модель теплопереноса, пред-
ложенная в работе [1]. В каждом слое температура 
считается постоянной по толщине, а на межслоевых 
интерфейсах реализуется эффект скачка темпе-
ратуры, обусловленный контактным термическим 
сопротивлением. Таким образом, предполагается, 
что теплоперенос лимитирован процессами рассея-
ния фононов и электронов в зонах соприкосновения 
материалов. Механизм распространения тепла и ба-
ланса энергии i-ого слоя представлены на рис. 1, б.
Математическая модель может быть представ-
лена следующей системой уравнений
  
(1)
или в разностном виде
 
 (2)
где i — номер слоя, i = 2, …, n - 1, n — число слоев в 
структуре; T — температура; ρ — плотность мате-
риала; с — удельная массовая теплоемкость; h — 
ширина слоя; t — время; τ — шаг по времени; k — 
номер временного шага; µ — коэффициент тепловой 
проводимости интерфейса.
Коэффициенты тепловой проводимости интер-
фейсов µi могут зависеть от температуры, однако в 
настоящей работе принято упрощающее предпо-
ложение об их постоянстве. 
Система уравнений (2) дополняется начальными 
и граничными условиями. 
В начальный момент времени задается распре-
деление температуры в структуре
 Ti(t0) = Ti
0, i = 1, …, n.  (3)
В качестве граничных условий, как правило, 






где ql(t), qr(t) — тепловые потоки на левой и правой 
границах соответственно.
Рис. 1. Общий вид слоистой наноструктуры (а) и механизм распространения тепла через i-й слой (б)
Fig. 1. General view of a layered nanostructure (a) and the mechanism of heat propagation through the ith layer (б)
ба
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Решение прямой задачи (2)—(5) позволяет по 
заданным характеристикам слоистой структуры, 
начальным и граничным условиям определить рас-
пределение температуры в структуре в различные 
моменты времени. Система (2)—(5) имеет трех-
диагональную матрицу и легко решается методом 
прогонки.
Постановка обратной коэффициентной задачи 
теплопереноса предполагает наличие дополни-
тельной информации о температуре, на основании 
которой необходимо определить коэффициенты 
тепловой проводимости интерефейсов µi.
В качестве такой дополнительной информации 




Таким образом, моделировали процесс восста-
новления коэффициентов тепловой проводимости 
интерфейсов по измерениям температур внешних 
поверхностей структуры. 
В результате обратную задачу для идентифи-
кации искомых коэффициентов можно сформулиро-
вать в следующей экстремальной постановке:
    
(7)
при условиях (2)—(5).
Иными словами, необходимо найти вектор не-
известных коэффициентов µ = (µ1, µ2, …, µn-1), при 
котором функция ошибки F(µ) достигает минимума 
при условии, что температуры 1 ,
kT  knT  получены из 
решения системы (2)—(5).
Задачу минимизации решали с помощью мето-
дов нулевого порядка, не требующих вычисления 
производных оптимизируемой функции. В качестве 
базового оптимизационного алгоритма использова-
ли метод Нелдера—Мида (деформируемого много-
гранника) в сочетании со случайными рестартами 
для поиска глобального минимума. Описание ис-
пользуемых алгоритмов можно найти, например, в 
работе [20].
Результаты	расчетов	и	их	обсуждение
Обратную задачу (2)—(7) решали в режиме 
квазиреального эксперимента. Сначала задавали 
коэффициенты тепловой проводимости µi, после 
чего решали прямую задачу (2)—(5) и определяли 
временные зависимости температур приповерх-
ностных слоев T1(t), Tn(t). Далее эти зависимости 
зашумлялись гауссовым белым шумом с заданной 
дисперсией, что имитировало измерение темпера-
тур внешних поверхностей слоистой структуры с 
определенной погрешностью. В результате получали 
«измеренные» значения температур приповерхност-
ных слоев *( ),lT t  
* ( ).rT t  На основании зашумленных 
данных решали обратную задачу (2)—(7).
В качестве начального распределения темпе-
ратур принималась ступенчатая функция: T1(t0) = 
= Tw, Ti(t0) = Ts, i = 2, …, n. То есть предполагали, 
что первый слой нагрет до температуры Tw, тогда 
как остальные слои имеют постоянную температу-
ру Ts. Такой вариант соответствует импульсному 
нагреву одной из внешних поверхностей слоистой 
структуры. В качестве граничных условий рассма-
тривали нулевые тепловые потоки ql(t) = 0, qr(t) = 0, 
т. е. предполагали, что теплоперенос в структуре 
протекает в адиабатических условиях, без тепло-
обмена с внешней средой. Разумеется, принятая 
модель лишь приближенно отражает условия ре-
ального эксперимента, в более строгой постановке 
необходимо задание теплового потока к поверхности 
ql(t) в период ее нагрева.
Отметим, что для двухслойной структуры при 
принятых начальных и граничных условиях не-
сложно записать аналитическое решение исходной 




— стационарная температура 
 
системы, к которой происходит установление с тече-
нием времени; C1, C2 — объемные теплоемкости сло-
ев, C = ρch, где c — теплоемкость; ρ — плотность. 
Вычислительные эксперименты проводили при 
значениях определяющих параметров, аналогичных 
принятым в работах [21, 22]. Ширину слоев считали 
одинаковой, равной 50 нм. Полагали, что изначально 
вся структура нагрета равномерно и имеет темпе-
ратуру Ts = 300 К. К первому слою прикладывали 
внешнее импульсное воздействие, вследствие чего 
слой мгновенно нагревался до температуры Tw = 
= 900 К. Число слоев в структуре варьировали от 2 
до 5. Значения теплоемкости и плотности материа-
лов приведены в таблице. Значения тепловой прово-
димости межслоевых интерфейсов — ниже.
Интерфейс	 µ,	109	Вт/(м2	⋅	К)
I → II ........................................................................1,92
II → III ..................................................................... 9,6
III → IV ..................................................................8,43
IV → V ....................................................................5,62
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Результаты решения прямой задачи для пя-
тислойной структуры показаны на рис. 2, где пред-
ставлены распределения температуры в различные 
моменты времени. Расчеты проведены с шагом τ = 
= 1 ⋅ 10-12 c. 
Зависимости граничных температур от времени 
T1(t), Tn(t) для рассматриваемой структуры пред-
ставлены на рис. 3. Верхняя кривая соответствует 
температуре на левой границе (температура перво-
го слоя T1(t)), а нижняя — правой границе (Tn(t)). Так 
как рассматривается теплоизолированная система, 
то с течением времени вследствие распространения 
тепла по структуре температуры на левой и правой 
границах выравниваются, по всей структуре уста-
навливается постоянная температура. На вставке к 
рис. 3, проиллюстрировано зашумление этих зави-
симостей, имитирующее процесс измерения. Задано 
нормальное распределение шумовой компоненты с 
относительным среднеквадратичным отклонением 
σ = 0,002, что равносильно средней ошибке измере-
ний примерно в 1—2 К.
Зашумленные данные используют при ре-
шении обратной задачи по восстановлению коэф-
фициентов тепловой проводимости интерфейсов. 
При этом достигаемый в процессе ми-
нимизации уровень функции F(µ1, µ2, 
…, µn-1) согласовывается с задаваемой 
погрешностью «измерений» (уровнем 
накладываемого шума). Картина из-
менения минимизируемой функции в 
зависимости от числа итераций пред-
ставлена на рис. 4. Здесь разные кривые 
соответствуют различным начальным 
приближениям для значений µi. Началь-
ные значения для каждого рестарта ге-
нерировались случайно равномерно рас-
пределенными в интервале (0,01—1,0) × 
× 1010 Вт/(м2 ⋅ К).
Поскольку моделирование прово-
дили в режиме квазиреального экспе-
римента, имеется возможность сравнить 
полученные в результате решения об-
ратной задачи коэффициенты µi с точ-
ными значениями, которые задавали при 
Рис. 2. Профили температуры в структуре из 5 слоев в раз-
личные моменты времени t, с: 
1 — 0; 2 — 1 ⋅ 10-11; 3 — 4 ⋅ 10-11; 4 — 1 ⋅ 10-10
Fig. 2. Temperature profiles in the structure of 5 layers at different 
points in time t, s: 
(1) 0; (2) 1 ⋅ 10-11; (3) 4 ⋅ 10-11; (4) 1 ⋅ 10-10
Физические	характеристики	слоев		
[Physical characteristics of the layers]
Параметр
Номер слоя
I II III IV V
c, Дж/(кг ⋅ К) 424,0 327,0 853,0 390,0 873,0
ρ, кг/м3 6258,0 5242,0 9436,0 3415,0 8913,0
Рис. 4. Зависимости логарифма функции ошибки от номера 
итерации для структуры из 5 слоев: 
1 — рестарт № 1; 2 — рестарт № 2; 3 — рестарт № 3;  
4 — рестарт № 4; 5 — рестарт № 5
Fig. 4. Dependences of the logarithm of the error function on the 
iteration number for the structure of 5 layers: 
(1) restart number 1; (2) restart number 2; (3) restart  
number 3; (4) restart number 4; (5) restart number 5
Рис. 3. Зависимости температуры на левой (график сверху) и правой (график 
снизу) границах от времени для структуры из 5 слоев. 
Вставка — зашумление зависимостей T1(t), Tn(t), имитирующие процесс 
измерения
Fig. 3. Temperature dependences on the left (graph above) and right (graph 
below) boundaries on time for a structure of 5 layers. 
Insertion — noise reduction of T1(t), Tn(t), dependences, imitating the 
measurement process
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решении прямой задачи. Погрешность идентифика-
ции коэффициентов определяли как
где n — количество слоев в структуре; *iµ  — ис-
ходные коэффициенты, используемые при решении 
прямой задачи; µi — коэффициенты, найденные в 
процессе минимизации функции F(µ1, µ2, …, µn-1).
Значения E в зависимости от погрешности «из-
мерений» σ для различного числа слоев в струк-
туре представлены на рис. 5. Точками показаны 
значения, полученные при различных реализациях 
случайных величин. На рис. 6 показаны зависимо-
сти погрешности идентификации коэффициентов 
от погрешности «измерений» (интенсивность шума), 
усредненные по реализациям случайных величин. 
Как и следовало ожидать, зависимости носят 
линейный характер, погрешность идентификации 
повышается при росте интенсивности шума и при 
увеличении количества слоев в структуре. Однако 
даже для структуры из 5 слоев при зашумлении 
«измерений» со среднеквадратичным отклонением, 
лежащим в интервале 0—0,005, среднее отклонение 
поученного решения от точного остается в пределах 
0—25 %.
Заключение
Представлены результаты восстановления ко-
эффициентов тепловой проводимости интерфейсов 
в наноразмерных слоистых структурах по допол-
нительной информации о температурах внешних 
поверхностей. Показано, что точность идентифи-
кации зависит от количества слоев и погрешности 
измерений. При погрешности измерений в 1—2 К 
восстановление коэффициентов будет в среднем 
удовлетворять десятипроцентному отклонению от 
Рис. 5. Плотность распределения погрешности решения σ в зависимости от интенсивности шума для структуры  
из нескольких слоев:  
a — 2 слоя; б — 3; в — 4; г — 5
Fig. 5. The density of the distribution of the solution error σ depending on the noise intensity for the structure of several layers: 
(a) 2 layers; (б) 3; (в) 4; (г) 5
ба
гв
Рис. 6. Зависимости средней погрешности идентификации 
от интенсивности шума для структур из 2 (1), 3 (2), 4 (3)  
и 5 (4) слоев
Fig. 6. Dependences of the average identification error on the 
noise intensity for structures of 2 (1), 3 (2), 4 (3) and 5 (4) 
layers
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The inverse coefficient problem of heat transfer in layered nanostructures
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Abstract. The rapid development of electronics leads to the creation and use of electronic components of small dimensions, 
including nanoelements of complex, layered structure. The search for effective methods for cooling electronic systems dic-
tates the need for the development of methods for the numerical analysis of heat transfer in nanostructures. A characteristic 
feature of energy transfer in such systems is the dominant role of contact thermal resistance at interlayer interfaces. Since 
the contact resistance depends on a number of factors associated with the technology of heterostructures manufacturing, 
it is of great importance to determine the corresponding coefficients from the results of temperature measurements.
The purpose of this paper is to evaluate the possibility of reconstructing the thermal resistance coefficients at the interfaces 
between layers by solving the inverse problem of heat transfer.
The complex of algorithms includes two major blocks — a block for solving the direct heat transfer problem in a layered 
nanostructure and an optimization block for solving the inverse problem. The direct problem was formulated in an algebraic 
реальных значений для наноструктур, содержащих 
до 5 слоев.
Полученные результаты планируется исполь-
зовать в новой методике многоуровневого модели-
рования тепловых режимов электронной компо-
нентной базы СВЧ-диапазона, при идентификации 
коэффициентов теплопроводности элементов гете-
роструктур. 
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(finite difference) form under the assumption of a constant temperature within each layer, which is due to the small thickness 
of the layers. The inverse problem was solved in the extreme formulation, the optimization was carried out using zero-order 
methods that do not require the calculation of the derivatives of the optimized function. As a basic optimization algorithm, 
the Nelder—Mead method was used in combination with random restarts to search for a global minimum.
The results of the identification of the contact thermal resistance coefficients obtained in the framework of a quasi-real 
experiment are presented. The accuracy of the identification problem solution is estimated as a function of the number of 
layers in the heterostructure and the «measurements» error.
The obtained results are planned to be used in the new technique of multiscale modeling of thermal regimes of the electronic 
component base of the microwave range, when identifying the coefficients of thermal conductivity of heterostructure.
Keywords: heat transfer, layered nanostructure, heterostructure, contact thermal resistance coefficients, interface, inverse 
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